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Resumen

En este articulo se propone un observador global por modo deslizante para una
clase de sistemas mecénicos no lineales con dos grados de libertad. Para el di-
seno del observador, ademas de las fuerzas centrifugas y de Coriolis habituales,
consideramos fricciones viscosas, fricciones secas inciertas y perturbaciones que
no necesariamente se desvanecen. Por otro lado, no se requiere que el sistema
tenga que satisfacer la propiedad entrada-estada-estado-acotado, lo que hace
que el problema de disefio del observador sea aiin maéas desafiante. Para esta
clase de sistemas, se propone un observador por modo deslizante basado en la
disipatividad, con una convergencia global de tiempo finito teéricamente exac-
ta a las velocidades reales del sistema. La eficiencia del observador propuesto
se valida mediante simulaciones con un sistema de péndulo rotatorio.

Palabras Clave: Sliding-mode observers, Velocity observers, Nonlinear obser-
vers, Dissipative observers.

1. INTRODUCCION

Los controladores en los sistemas mecanicos generalmente requiere informacion de
la posicion y la velocidad. A menudo, solo la posicién esta disponible, por lo cual se
recurre al diseno de observadores. Un desafio en la construccién de observadores para
estimar la velocidad en sistemas mecénicos son las no linealidades de las fuerzas de
Coriolis, la presencia de incertidumbres y perturbaciones (U/P por sus siglas en inglés
Uncertainties/Perturbations). Los observadores y diferenciadores por modo deslizante
[13, 23], 6, @, 15], 4. 18, §] proporcionan una convergencia de tiempo finito teéricamente
exacta a los estados reales del sistema a pesar de la presencia de las U /P acotadas cuando
el sistema tiene la propiedad de “estrada-acotada estado-acotado” (BIBS por sus siglas
en inglés de Bounded-Input Bounded-State) y, en consecuencia, son semiglobales. Para

sistemas sin la propiedad BIBS, la presencia de Coriolis y fuerzas centrifugas incrementan
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el desafio del diseno de observadores [13] 23] [6, [I5] debido a sus términos cuadréticos en
las velocidades.

En este articulo consideraremos una clase de sistemas mecédnicos de dos grados de
libertad (2-DOF por sus sigles en inglés Two-degree-of-freedom) con U/P acotadas,
donde no se requiere la propiedad BIBS.

FEstado del arte y motivacion: 1) Si consideramos los sistemas con U/P arbitrarias que
satisfacen las condiciones para la existencia de un observador, entre ellas la condicion de
grado relativo uno [11J, 9], los observadores disipativos [16, 20], que incluyen a los obser-
vadores tradicionales como los observadores de alta ganancia y observadores Lipschitz,
resultan ser eficiente para hacer frente a la restricciéon BIBS. Estos observadores son
capaces de estimar global y exponencialmente los estados reales utilizando propiedades
disipativas que podrian tener las no linealidades. Pero los sistemas mecanicos con U/P
tienen grado relativo dos con respecto a la posiciéon medida.

2) Hay muchos trabajos (ver por ejemplo [0, 4], 8], 22]) que tratan las no linealidades
originadas por las fuerzas centrifugas y de Coriolis, ellos proporcionan observadores glo-
bales cuando el modelo del sistema mecanico es completamente conocido. A través de
transformaciones de estado, los trabajos [3, 22] proponen observadores con una dimen-
sién bastante alta, a saber, 3n + 1 y 2n + 2 respectivamente, donde n es la dimensién
de la velocidad no medida. Por otro lado, los trabajos [5], 4] proponen observadores
con la misma dimensién del sistema para una clase de sistemas mecanicos. Sin embargo,
no se consideré el desafio de lidiar con fricciones viscosas y secas, U/P, y obtener una
estimacién tedricamente exacta de la velocidad.

3) Para superar la restriccion BIBS y las no linealidades por la presencia de fuerzas
centrifugas y Coriolis, en [I] se propone un observador global para sistemas mecanicos
de un grado de libertad con U/P. La transformacién de estado utilizada en [I] no es
aplicable a los sistemas mecénicos de 2 grados de libertad. En [2] se considera una clase
de sistema mecdnico 2-DOF con U/P donde algunos componentes de la matriz de iner-
cia requieren ser constantes. A diferencia de [2], el presente trabajo presenta una nueva
metodologia y transformacion que flexibiliza las restricciones impuestas a la matriz de
inercia y amplia la clase de sistemas mecénicos considerados. Para ilustrar este punto,
el sistema de péndulo rotatorio no cumple con las condiciones requeridas por [2].

Contribucion principal. En este trabajo se propone un observador global por modo des-
lizante basado en disipatividad para una clase de sistemas mecanicos 2-DOF con fuerzas
centrifugas y Coriolis, fricciones secas y viscosas, y U/P acotadas. El observador no re-
quiere la propiedad BIBS y sus parametros se pueden obtener a partir de desigualdades
factibles de matrices.

El resto del articulo esta organizado de la siguiente manera. El planteamiento del
problema se presenta en la Seccién [2] La seccién [3] presenta un disefio de observador
y los principales resultados. La seccién [ ilustra la eficacia del observador propuesta
a través de los resultados de la simulacion utilizando el sistema de péndulo rotatorio.
Todas las pruebas estan en el apéndice.

Notaciones. A lo largo de este articulo utilizamos las siguientes notaciones: dado un
término ¢ € R, un vector v € R", una matriz cuadrada A € R"*", una funciéon acotada
f: I CR — R, entonces |c|, sign(c) son el valor absoluto, funcién de signo del término ¢
respectivamente; ||v||, sign(v) son la norma, funcién de signo por componentes del vector
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v respectivamente; |A|q, |Alar, |Alm, Ai; son el determinante, el valor propio mas grande,
el valor propio mas pequenio, el componente ij de la matriz A respectivamente; [ f(¢)],
| f(t)] son una cota superior, una cota inferior de f respectivamente.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere un sistema mecénico 2-DOF descrito por
(1) M(x)i+ C(z,2)i + G(x) + BY(x, &) + Hi + Asign(i) = Du + (L, z, &),

donde = = [=122]" € R? es la posicién medida, M(z) € R?*? es la matriz de inercia,
C(z, )% representa las fuerzas centrifugas y Coriolis, ¢ es una funcién continua, B =
[0 1]T € R**' HA,D € R**? Hz denota la friccién viscosa, G(x) denota fuerzas
gravitatorias, A sign (i) denota la friccién seca incierta, d(, x,4) contiene otras U/P, y
u € R? es la entrada de control en el sistema mecénico.

El objetivo es disenar un observador para el sistema (1)) con convergencia global en
tiempo finito y tedricamente exacta a los valores reales de velocidad en el sistema mecani-
co.

Considere la familia de sistemas , que ademas satisface las siguientes condiciones:

P-1 La matriz M(z) depende solo de la variable xo como

~[man(z) maa(a)
M (z2) = maz(z2) Mmog(x2)

P-2 Existen dos constantes ¢,, > 0, <3y > 0 tales que para todo z, € R
(2) 0 < Gl < M(xs) < prl

se cumple, donde [ es la matriz identidad 2 x 2.

P-3 La perturbacién/incertidumbre 5 (t,z,d) estd acotada, es decir, existe una cons-
tante Lz > 0 tal que ||0(t,z,4)|| < Lj se cumple.

P-4 Existe Q, S, R € R**2 con Q < 0 tal que la no linealidad ¥(z, z, h) := ¥(z, 2) —
W(zx,z+ h) es {Q, S, R}-disipativo, es decir,

[\If(x,hz, h)} [ 2 }Z] {\If(x,hz,h)} -

para todo z, z, h € R%.

La condicion P-1 generalmente se satisface con sistemas mecanicos que contienen
dindmica rotacional, por ejemplo el sistema carro-péndulo [12], péndulo Furuta [17].
La mayoria de los sistemas mecanicos satisfacen la condicién P-2 [21]. La condicién P-3
es una condicion estandar para la construccion del observador debido a que el sistema
tiene grado relativo mayor a uno [I1]. La condicién P-4 es una propiedad de una clase
de no linealidades, por ejemplo lo satisfacen las funciones de Lipschitz con respecto a la
segunda componente.

En la familia de sistemas mecéanicos 2-DOF , las entradas de la matriz de fuerzas

centrifugas y Coriolis C(z, &) = [l c2] se define a partir de las entradas de M(z) a
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través de los simbolos de Christoffel [21] como

1 Omy; () 8mkl(x) B omg;(z) .
(3) Z ( ox; ox; Oxy, i

para k,j = 1, 2. Utilizando las relaciones de los simbolos de Christoffel (3|) y la condicion
P-1, la matriz de las fuerzas centrifugas y Coriolis se reduce a

@ Cla, &) = [ i en)in %m,“(x?)"”l'f‘m’u(xz)ﬁ] :

—5mi, (z2)d1 $mb (2)d2

3. DISENO DEL OBSERVADOR Y RESULTADOS

3.1. Transformacién de estados para hacer frente al término de Coriolis. Si
el sistema satisface las condiciones P1 y P2, entonces con las notaciones presentadas
anteriormente y definiendo v = [v1 ©2]" = Du — G(z), § = [a 8" = § — Asign(i) el
sistema se expresa como

(5) {2 =M x)(v—C(x,2)z — Hz — By(z,2) + 6(t, x, 2)) .

El siguiente resultado estd inspirado en una transformacion propuesta en [14] que
coincide para el caso H =0, ¢(z,2) =0, =0, A =0.

Proposiciéon 3.1. Si se satisfacen las condiciones P-1 y P-2, entonces el mapa T :
(1,9, 21, 22) —> (01,09, w1, ws), con

01 r1+ f@ Zﬁ zgd

(6) 92 — i)
w1 mn(l’g)zl + mlg(l’2>22 + hn]?l + h12$2
Wy a(xg)ze

donde a(xs) = @/%, define un difeomorfismo global que transforma el sistema ({5

en el siguiente sistema

: — h1160 — hysf
(7> 6, = w1y 11 12 2’
m11(92)
Wy = vy + 0,
. w2
6o =
27 alby)
. 190 791 195 w(wi)
wy = g(0,w1) + - wy + — 7
2 g( 1) Oé(eg) 05(92) 2 (){(02) 05(02)
Y == (91, GQ)T.
~ 02 mia(s) 01 w1 v1 m 1(9 y T m mk%Q()?()e y
donde 6 = 0, — fo mu(sd 9—[02} w="lw], v="1_[un], Te, = 1102 11((192) 2|,
a(b2
_ mi2(02)v1 hi2mi2(602) h hoimaz(f2)  hiimia(62)? _ mi2(62)d1
Vo =v2 =000 0 V1 = mii@0)a02) ~ aée) T ala)min(@) ~ min@2)?a@m)’ V8 = 92 7 T en)
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~ T , B 2
w = Tg,w — [M 0} , 9(0,w1) = % <w1 — h116 — h1292> +

ma1(02) 2mi, (62)o(
h (62) h ~
+ (mgll(ng;;a(;ﬂ o m112(192)> <w1 — hi16 — h1292>- A

La prueba de la Proposicion se encuentra en el Apéndice [Bl Una caracteristica
esencial del sistema es que es triangular con respecto a las variables no medidas wy,
wy: el subsistema (0; — w;) no depende de wy. Esta estructura nos permite considerar
primero la construccién de un observador para el subsistema correspondiente a las dos
primeras ecuaciones del sistema :

] _ wi—h110—h120
(8) b =Sl
w1 = + (51.

Por separado, podemos determinar un observador globalmente convergente de tiempo
finito y exacto para este subsistema. Ademads se mantiene el principio de separacién y
tenemos el siguiente resultado

Proposicion 3.2. El sistema

i _ 1 —h110—hi20s ko
(9a) {6-1 = T T i onlen)
wy = v — ﬁ@éﬁm(eel);

es un observador global de tiempo finito del sistema , donde ey, = 01 —0, y los términos
no lineales de correccion se definen como

(9b) ¢11(69i) = U1 (Galj 1/2 + M2 [eelJy
2
3
¢12(691> = % (GQIJO + Ml;'um ’VealJ 1/2 + /ﬁ? (691J?

st los parametros kyy, koo, p11 Y p12 satisfacen la siguiente desigualdad matricial factible

PlAl -+ A{Pl + ”ylFlBTB + el *

10
( ) BTP1 _,.yl'uzlll

< 0,

con 0 < P =Pl e R A = [30], B=1[9], B=1[10], 1 >0, and Iy =
4L§1 fm11(92ﬂ2. A

La prueba de la Proposicién [3.2] se encuentra en el Apéndice [C]

Observaciéon 3.1. Note que a través del difeomorfismo en @, se tiene que las nuevas
variables 0, y 65 dependen de las variables medibles x1 y xs, por lo cual las variables
0, y 0y son medibles, asi esas variables pueden ser usados en el observador . El
término mq1(01) es estrictamente positivo y acotado para todo valor de 0y, debido a la
condicion P2, y esto permite ganantizar la convergencia del observador. La eleccion de
los pardmetros del observador propuesto [ son obtenidos a partir de resolver la desigual
matricial no lineal y se garantiza la existencia de soluciones de esta desiqualdad
matricial no lineal.
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Observador propuesto. Ahora considere el siguiente sistema

A ’UA)l — hllé — h1292 ]{J

(11&) 01 = m11(92) m11(92>¢11(€01)
Ibl =V — #(92)%2(601)
0* Wy _ lo1¢21 (e, )
) a(0s)
2 . Uo Ui (Y@, @+ To,kagilen))  loagao(es,)
wz—g(97w1)+a(62) +a(92)w2+ (6] T o)

R R ~ T
donde eg, = 01 — 01, eg, = Oy — s, & = Yo 10 — [% o} k=[50, 4(6) =

[zizzzlﬂ . v los términos no lineales de correccién son dados por
2
(11b) i1 (eq;) = pir[ea,) /> + pinles, ],
,Uz ,UZLUQ
¢i2(69i) = ! I_ JO 2 I_ J1/2 + :uz2 |_69 J

para ¢ = 1,2. Los estados estimados en coordenadas iniciales para vienen dados por

02
.@1 = 91 — m12(8> dS,
o mi(s)
*%2 - 927
(12 ;o 1 B = b — oty
! m11(92) 7
. (3
29 = .
27 ()

Las ganancias (parametros) de disefio para el observador propuesto son

(13) For, Ko2s lot, Loz, pa1, a2, fo1, poo > 03 kg3, oz € R.

Teorema 3.1. FEl sistema es un observador global de tiempo finito para el sistema
@ y los estados de estimacion convergen globalmente y en tiempo finito al vector
de velocidad z del sistema , siempre que los pardmetros positivos en (L3|) se elijan de
las desigualdades matriciales factibles Y

H+el * * *
BTPy  —yauy  * *

(14) BP0 —qd, x| 0
BTP, 0 0 — Va2,

donde H = P2A2 +A b —|—’}/2F2B B +73F3BB +'74F4A27 0< P, = P2T € RQXZ,
Ay = [ 523(1)] B = [{], B = [10], 7, 72, Y3, 74 > 0, and I'y = 4L§1fm11(02)12,
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r —4Hmn<0z>6z—mu<ez>m T Ty = 49,12 Ty = 4T%, [| Y8 Yo, |,, ], Ao = [%2] [tos 1]
2= m11(62) s 3 = 11, +4 — RO 01020 B2 = | ] 03 1],

Ty = V/=al Bl +ST S| +ST Sl A

—q

El observador conserva la estructura del sistema transformado con términos de
correccién no lineales . Estas términos aparecen de forma aditiva en el sistema y
también dentro de la no linealidad 9. El término discontinuo [eg, |® = sign(ey, ) asegura la
robustez del observador contra U/P acotadas y los otros términos en las no linealidades
aseguran la convergencia en tiempo finito a los estados reales. Notese ademas que los
resultados propuestos no consideran el caso de ruidos en la medicion, este andlisis se
propone para trabajos futuros. La prueba del Teorema [3.1] estd en el Apéndice [D]

4. EJEMPLO: PENDULO ROTATORIO INVERTIDO

El observador propuesto es evaluado en un sistema de péndulo rotatorio invertido (RIP
por sus siglas en inglés Rotatory Inverted Pendulum) que se describe en [10], ver Figura

M

=
/ 1
~
f
3
-
| B
g——
=

[

FiGuRrA 1. Vista esquemética del sistema RIP.

El modelo matematico no lineal del RIP, considerando el diagrama representado en la
Figura [l es dado en [10]:
(15)
(a+ bsin®*(a)) 0 + (c cos(a))d — (csin(a) )a® + (bsin(2a))ab + f0 + g sign(0)+
+h6 = iu,
béi + (ccos(a))f — (bsin(a) cos(a))d? — dsin(a) 4 ed = 0.
donde los estados representan, § = posicién angular del brazo [rad], « = posicién angular

del péndulo [rad]. Ademés, u es la entrada de control [N]. En el cuadro [I| se muestran
los pardmetros del péndulo rotatorio invertido dados en [10]:

4.1. Seleccion de parametros del observador. Escribiendo el sistema en la
forma con x1 = 0, x5 = «, se obtiene

L i Sl R W T R R |
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Pardmetros Valores Parametros Valores
a 3,29 f 14,283
b 0,1252 g 1,4286
c 0,2369 h 1,72
d 6,052 ) 141,32
e 0,0132

CUADRO 1. Parametros del sistema RIP.

b i b _

Clz) = ?Sln(2$2)$2 . 5 8in(2w9)d) — csin(xg)do A= 0 . donde se cum-
—bsin(xzy) cos(z2)d 0 O 0

plen las condiciones P-1 y P-2. Tenga en cuenta que el sistema mecanico (15 no puede ser

considerado por [2] porque el primer componente de la matriz de inercia M (x2) depende

del estado z5. Tenemos a(xs) = \/ b(a+bSizi(;§iil)2_(;Z; oe* (z2) y

1 i ccos(z2)
ng — |atd Si[1)12 (z2) (a+b sini(xg))oz(xg) .
a(z2)

De la Proposicién [3.1] tenemos el siguiente cambio de coordenadas

[ carctan(ﬁ sin(mg)) T
91 .Il + \/CE
6 T2
(16) wy| (a + bSiHZ(LUQ)) 21 + ccos(xg)ze + fay
Wo b(a-i—b sin2(x2))—c2 cos?(x2)
L a+bsin?(x2) 2 i

que transforma , donde el observador propuesto viene dado por

A ?IJl — fé kol
17 0, = —
(17) 7 + bsinz(eg) a+ bsin2(92) Pulea);
A ko2
=ty + bsin?(6s) D12(ca,),
9* e lo1¢21(€0,)
2 — - )
a(f:) a(b2)
A N o v loagaz(€o,)
= q(0 T Dy — 222
W g( 7w1)+ 04(82) + &(02)w2 04(82) )
- carctan(@sin(@z)) U1 i — hay mi2(62)v e
fc? cos?(02) N bsin(262) fCCOSw?)(wl_fé)
[a+bs1n(92)]22 (92)’ (6 wl) [a+631n2(922]2a(02) 2f€w + (fe) ) (a+bsin?(02))2a(h2)

De las desigualdades matriciales y (14] ) con control u = 1[N], obtenemos
Py= [ 2385 Tie | P = [ la0s 1588103 kot = 9,3286; koo = 31,3087; 1 = 2,343T;
lop = 5,7371; py1 = 3, p12 = 3 p21 = 3, po2 = 10; € = 1,43; 71 = 0,0228; ~, = 0,001;
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v3 = 0,8554, y los valores de los pardmetros Ls, = 1,5, I'y = 173,5308, I'y = 1,008,
I's =0,0529, I'y = 0.

Para los resultados numéricos que se reportan a continuacion incluimos un ruido en
la mediciéon de posiciones con magnitud menor a 0,05. En la Figura 2] mostramos una
simulacion del sistema utilizando el observador propuesto que se basa en la
transformacion en el siguiente escenario: los valores iniciales de (z1, 9,21, 22) ¥y
(Z1, T2, 21, 22) son (0,4,8,12) y (=10, —8, —6, —4) respectivamente. Los estados estimados
convergen en tiempo finito a estados reales antes del 1 [s].

30
20 - —x1
10 - = 214
0 ,
-10
10
y\/\/\/\/\/\/W_IQ
or - = &
-10
400 - — 4[]
200 _ - AL
0
200 :
— 29
100 - = %
h
0 h— T B — B — B — T T B — - T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Time [s]

FIGURA 2. Trayectorias simuladas del sistema[15]y el observador propues-

to dado por (11))-(12)

5. CONCLUSIONES

En este articulo proponemos un observador por modo deslizante basado en disipa-
tividad con convergencia global teéricamente exacta y en tiempo finito a los valores
reales de las velocidades para una clase de sistemas mecédnicos de 2 grados de libertad.
Esta clase de sistemas no requiere tener la propiedad BIBS y contiene fuerzas centrifu-
gas y Coriolis, fricciones secas y viscosas, incertidumbres/perturbaciones. Las ganancias
del observador propuesto se obtienen a partir de desigualdades matriciales factibles. El
observador propuesto se ilustra en un sistema de péndulo rotatorio. A partir de los resul-
tados obtenidos, se propone el problema de ruidos en la medicién para trabajos futuros
junto a la extension a sistemas mecanicos de n-grados de libertad.

APENDICE A. RESULTADOS PREVIOS

Definicién A.1 ([20]). Una no linealidad variante en el tiempo v : [0,00) x RP — R™
con y(t,v), continua por tramos en t, localmente Lipschitz en v y v(t,0) = 0, se llama
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{Q, S, R}-disipativa si para cada t >0 y v € RP lo siguiente

(18) w3t v),v) = [V(t’v) r [ & }ﬂ [WZU) } >0,

v
donde Q = QT e R™*™ S c R™P R = R" € RP*P, se cumple.

Lema A.1 ([1]). Si una ~(t,v) de no linealidad es {Q,S, R}—disipativa con Q una
matriz definida negativa, entonces y(t,v) es {Q,0, R}—disipativa y

(19) vl < FROHUH

— T l/2
donde I'py = v/l QI HIST S| +15 Sy , R = —|Q|mI'%1,, y I, es la identidad de la

] QI
matriz p X p.

APENDICE B. PRUEBA DE LA PROPOSICION [3.1].

De la condicién P-2, la funcién T definida en @ es una funcién biyectiva y diferenciable
donde su funcién inversa T : (01, 0a, wy, wy) — (21, 79, 21, 22) viene dado por

I 0
To 92
(20) e = | w1 mi(Qg(G)Q)wz h110—h1202 |
! mi1(62)
Z9 w2
a(02)
que es diferenciable, donde 6 = 6, — 002 212(2 dsy a(fy) = %

Por lo tanto la funcién T" es un difeomorfismo global. La matriz jacobiana se define como
J(T) = [%i %2}7 donde Ty = [(1) :ﬁfig;], Ti2 = Ogx2,To2 = [muo(m mal(Qg)Q)}a Ty =
hi1 mfi(z2)z14+m)y(z2)22+h12 / _ 1 / _ 2maa(z2)mi,(z2) mi, (z2)mf, (z2)
|: 0 1 O/(I21§Z2 i|7 Yy« (1;2) = 2a(z2) (m22(172) m11(x21)2 + lgmn(x;l) >

La derivada con respecto al tiempo ¢ en 6 = [6: 6, ]T, w = [w1 ws] usando ) v @ es
dado por

92 T2,
W = [Ty — ToaM " (22) (C(2,2) + H)] 2 4+ TooM ' (22) [v — Bib(w, z) + 6(t, x, 2)] .
Note que

M o) = | D) )

. 1 0 1 0
n THo M ($2): _ mas(z2)af(zz)  mii(z)a(ze) | = | mia(z2) 1 s

[ M (z2)a [M(z2)a mii(z2)a(ze)  a(z2)

o TppM ' (2) (C(x, 2) + H) = [ﬁ 2

G 4l
1
del cual S mn(acg)z2 + hu, = Zmlll(l’2>21 + m’12(x2)22 -+ hlg,
. _m12(w2)(1m11($2)22+h11) X —im/ (z2)z1+ha
8= ma (@2)a(@s) a(@)
maa(2)(Em), (2)21+m) 5 (22 z2+h12) Lmlyy (z2)z2+ho2

S4 = — mi1(z2)a(z2) )
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s Ty — TouM " (23) (Cla, 2) + H) = {“ L?],

l3 g

1,7 1,7
1y . m12(x2)<5m11(5132)22+h11) —5mfq(z2)z14+h21
donde v; = —imf;(22)20, 1o = 2l (22)21, 13 = AR @) :

, mlg(acQ) ( mn( Q)Z —+ m12(:v2)22 + h12) %mIQQ(I'Q)ZQ + hgg
Ly = o/ (x9) 20 + —

ma (r2)a(zs) a(wy)
_ ?7”@2(952)””/11(%2)22 My (2)mh, (22) 1 higmaa(za) —— ha
2m2, (z2)a(xs) 2myq (x2)a(22) ma(z2)a(xs) ()
0
| ] — -1 — .
[To; — Too M~ (x2) (C(x,2) + H)| 2 (0, w1) + a?§2)w2 , debido a que 121 +
LoZo — 0 y
_ iz (@2)m (2) hiimiz(2) miy(22) 5 ha
Lt Lz = 2myy (x2)a(z2) a1z mll(xQ)a(xg)Zl 2a(xy) . a(asg)zl
2 / /
miy(w2)mly (T2) o5 maa(w2)mi (72) hiamia(2) ha2a
+ 2129 + 29 — Z
2m?, (z9) () 2 2ma (x2)a(z2) 1=2 map (z2)a(z2) 2 a(xs) 2
my (T2) 2 hy1maa(xs) ho1
=2 () R melm)R) ) T ale) )

i (M&)) - a'éi;) ”

de @, tenemos que mqy ()21 +mie(r2)20 = w1 —hq10—hiabs, v de , obtenemos

mi,(z ~ 2 hiymaa(z h
11(72) (wl—huﬁ—h1292> +( nmia(@2)  ha )

- 2miy(z2)a(as) mu(z2)a(z)  alzz)

' <w1 - %?Tff)wQ — hut) — h1292> n ( hiamaa(z2) hao ) Wo
o

mi1(0a) - (02)

map(x2)a(zs)  alxs)

=g(0,w,) + a(62>w2

Ent ¢ ] { v Fon ]
ntonces tenemos que i = ) |-
9(60:w1) + 355 + 202 T 2 ~ et

APENDICE C. PRUEBA DE LA PROPOSICION [3.2]

Primero vamos a probar la factibilidad de la desigualdad matricial no lineal (10)): )
Elija los pardametros positivos k.1, ko2, 71 vV €, esto asegura que A; es una matriz de
Hurwitz. i) Encuentra una matriz P; a partir de la desigualdad de Lyapunov II; =
PA, + AT P + 4Ty BTB + el < 0. i) Por complemento de Schur la desigualdad ( .
es equlvalente a —vyi g + BTP1H 'P B < 0. iv) Para un valor suficientemente grande

en u11, la factibilidad de esta asegurada.
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Para mostrar que @ es un observador global de tiempo finito del sistema () anali-
zamos la dinamica del error de estimacién entre ellos, el cual es dado por:

b — ew; —ko1411(eq;)
(21) T @)
Cuy = — iy P12(ea,) — 01,

donde ey, = 0, — 01, ew, = w1 — wy. Para el subsistema , considere ¢ := [d’“(e*’l)],

Ewq

donde se tiene ¢ = P (co,) [ ol (1)] ¢+ [?] (—51/m—11(92)) con eg, # 0. Definiendo
m11(92) ‘O,_/Q ~—~— 11(691)
Ay

la funcién Vi (eq,, ew,) = ¢ Pi(, la derivada con respecto al tiempo se obtiene como

e ()
) %

¢11<€91 7 |PiA + AP
22 ! X
( ) m11<92) BTP1 0 1
donde X; = [¢ #&’] ¥ $halen)) = dhalea,) - b en,):
El término _51#1619(9)2) satisface una propiedad disipativa de la siguiente desigualdad
1
‘—5177111(92) ? B —61m11(02) é11(61) 2
— | = 11(01
925/11(691) ¢/11(691)¢11<€91)
—5177111(92) 2
=|——7= 0
‘ ¢12(€91> ¢11( 1)
4L2 [mq1(09)]?
< ol il( 2)] |p11(ea,) |7,
K11
donde
¢ 1 [urBTE ¢
IB*'B 0
(23) —S1ma(62) {% " 4} “simu(6s) | >0,
911 (eay) THL] | Tl (es,)

se cumple para todo v; > 0, donde B = [1 O}T yI' = 4[/(2;1 [m11(62)]?. Usando (23)) en
se obtiene

- PA + ATP +yIZ'B™B  «
V<11(691)XT|:11 17l ]X,
L= m (6,) BTPI —yapgy]
Hulen)
S i ( )||C||2 |P | (691)C PlC
€fl11 1 €412
=— Vi — Vi,
2| Pifas leg, V27 [Puar
1/2
(24) 6,“«%1|P1|n{ V11/2 €12 RIUERVE

- 2| Py| i | Py |01
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Téngase en cuenta que las trayectorias del sistema del error de estimacién no pueden
permanecer en el conjunto S = {(ey,e3) € R?*\ {0}|e; = 0}. Esto significa que V; es una
funcién continuamente decreciente a través del Teorema de Lyapunov para inclusiones
diferenciales [[7]; Prop. 14.1 pag. 205] (que no requiere diferenciabilidad de la funcién

de Lyapunov). Dado que la solucién de la ecuacién diferencial © = —y,v'/2 — yov viene
dada por v(t) = exp(—at) 03/2 + 21— exp(”’—;t))}’ podemos concluir que el punto de
equilibrio (ej,e2) = 0 se alcanza en un tiempo finito a partir de cada condicién inicial.

g

APENDICE D. PRUEBA DEL TEOREMA [3.1]

Para analizar la dindmica del error de estimacion @ entre los sistemas @ y , se
puede considerar como dos subsistemas ([25a) y (25b|

(25&) 69 _ ewl - k01¢11(€91)

' m11(02)
) koo bia(r) — 5
b, = — — 5,
i (6s) 12(0h 1
: Cwy — lo1®21(€0,)
25b =
2 e a(f) ’
) . Y ¥ /] l, e,
bwy, = 9(0,w1) — g(0,wq) + - ! 0 4 B 2022 (€9,)

62)7 alba)  alls)  a(fy)

donde ey, = 61 — 01, ey, = 1 —wy, g, = 03— 03, €y, = Wy —wo, ¥ :=(x,w) —(x, 0+
Yo,ka1(eg)). Por la Proposicién [3.2)el error de estimacién del subsistema converge
a cero en tiempo finito. El término g(0, 1) — g(#, w;) puede omitirse del andlisis de error
de estimacién (25b), ya que satisface |g(8, 1) — g(6,w1)| < h(6, w1, w1)|e,, | para alguna
funcién continua positiva h(6, wy, w1 ).

Para el subsistema ([25b)), defina n := [@25292) ] y la derivada temporal de 7 se da como

/
7-7:@521(692) [—ld 1}774‘3( ) B s n v )7

a(fy) |l 0 a(0s) 2 ally) | alfs)
Az
:¢§1(602){A B< ! Y v )}
ale) T\ Gl T dilen) | dlen)) |
o /21(692)[”[ T T ( Uy _ U5 v )]
=iy |7 (A2t AP0+ 20 RB | G risen = oS s )|

PQAQ + AgPQ *
:¢/21(€92) T BTP,

0
X
Oé<02) 2 BTP2 0 25
0

O O F *
[eo i S
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T
0 iy v
donde X, = [< T Tleny)  Tonleay) O /21(%)} :
Para — ¢’211§29 ;= —mlrlrfe?()g;)_(ﬁzl(Q(:Q))al se satisface la siguiente desigualdad
2 1 €62
‘ U5 ? - ' m11(92)52 - 77’612(92)51(25 (0 ) 2
- == 21(02
51(€0,) ma1(02) @5 (eq,) 21(02)
. m11(02)02 — mi2(02)01 ?
= |- ¢21(62)
m11(02) paa(02)
r
< MTZ‘¢21(691)|27

21

2
02)83—m12(02)8
con 'y =4 Hm“( 2)03—m15(62)8, -‘ , entonces

m11(02)
T -
(27) S I L B
Frr (o) 0 —2Ha1] | T T eny)
es satisfecha para todo v, > 0, donde B = [1 O]T.
Para —%—e,,, se satisface la siguiente desigualdad
¢21(392) 2
i > Ty oo
- Cuy| < —57 BB n,
51(€0,) 22

donde T's = 4[9;]%. Lo que implica la siguiente propiedad de disipatividad
n 1 [w[sBBT 0 77
(28) [Le } [% 0 2 } { 9, } >0,
Ph (egy) W2 TV3H22] | 95, (epy) W2

para todo 3 > 0.

Para el término ﬁ%), de la condicién P-4 y con h = Yy, (e, + kip1(eq)), se

(&) <[] %7 el [
51 _N§2 n 0 ElTEl N

de donde la siguiente desigualdad

obtiene

T -

(29) (Tl ¢+ [Q] PJSAQ ; 2 ] [Q] >0,
P, —Vala2 0

se cumple para todo 75 > 0, donde A, = El Ey, Ay = ETEy, By, = [k 1], By = [l 1],

I, = 4%, HTZ;TQQ‘M-‘, y T'ro de (19) en el Lema . Tenga en cuenta que el primer

término en se puede omitir debido a la n — 0 en tiempo finito, Proposicién .
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Usando , , en se obtiene

7‘[ * * *
O I P
B'P, 0 0 _/74,%2712
< e < et P,
€ 1 ¢
= SRl el TRl
eps | P 71n/2 €
o < e -

donde H = PyAy + APy + %I, BTB + ~3T'3sBB” + v,[';A,. Tenga en cuenta que las
trayectorias de la dindmica del error de estimaciéon no pueden permanecer en el con-
junto S = {(e1,ez) € R?\ {0}|e; = 0}. Esto significa que V; es una funcién continua-
mente decreciente y que utiliza el Teorema de Lyapunov para inclusiones diferenciales
[[7; Prop. 14.1 pdg. 205] (que no requiere diferenciabilidad de la funcién de Lyapu-

nov). Dado que la solucién de la ecuacién diferencial © = —v;v'/2 — y,v viene dada por
v(t) = exp(—at) [U(l)/ 24 (1 - exp(é—%))], podemos concluir que el punto de equilibrio

(e1,e2) = 0 se alcanza en un tiempo finito a partir de cada condicién inicial. O
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